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DEFINIZIONE E STUDIO DI UNA NUOVA CLASSE DI FUNZIONI, CHE PERMETTONO UNA
PRESENTAZIONE DIVERSA DELLE FUNZIONI ELLITTICHE.
E. FERRARI
Istituto di Fisica de11'Università,Roma.
INTRODUZIONE.
S,L vog.f.Mmo ò:tu.cWvte le pttoplÙeA:à cU una c.f..aMe cU 6unz,LorU. cU una v~
bile A (x), T Ix), cUpeYldenti da un paJta1IIebw lLeale n, che,Ln un c.etL:to.
n n '
Òen60 geneILaUzzano le pttoplÙeA:à deUe 6unz,(.orU. bUgonome.tlUc.he ò,Ln x,
c.oò x, e peIL quuto VelLlLanno cMilmate "6unwrU. bUgonome:òUche geneILaUz-
zate" (FTGI, anche òe, come ò,L vedJtiì., gli uemp,L p,Lù. -UlteILUòanU òalLanno
connuò,L aUe 6unwrU. ee..e..u:uche.
Le 6unwrU. bUgonome:òUche co~pondono al caòo pvr..U.c.olalLe
peILché quuto valOlLe 6,LgUlLa come uponen-te nella lLef..awne
n = 2,
(1)
S,L vuole ,Ln6a.t:.U che, peIL n 9eneJL,Lco ,
la lLef..awne
A (x)
n
e T Ix) 6OdcU66,Lno
n
C2 )
E' CMMO che la òola concUwne (2) è dee. :tufto ~u66,LUen-te peIL de6i:
rWte ta.U 6unwrU.. S,L deve JL,(.colLILelLe a un' o.UJw. 6ondamen.tai..e geneILaUzza-
wne, conceILnen-te le lLef..auOrU. cU66e1LenUaf..,L
d ,
dx ò.<.n x =
che, peIL n geneJL,Lco, cUvent:ano
~ A (x) -
x n
coò x
[T (xl] n-I
n
(3 )
(4)
dd T (x)
x n
r ] n-I
= -LA (x)
n
I n modo comple:tamen-te analogo (c.amb,Lando un ò eg nO' nella (2) e nella
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""-conda. delle 14) ~i. può de6i.rWte .e.a. ~~e delle 6U1twIU. i.peJLbo.ue.he
ge.nvux.Uzza:te. (FZGl che, .pVt n=2 ~i. JÙdLlCOno a ~.ùth x, co~h x.
Il .e.a.VOILO che ~ egLle ~Mà. D.Il..U.c.o.e.a..to J.n tlte paJtt.(.. La ptWna ~.tUd.J.a le
pltopJùetà delle FTG come 6Lll'lZJ.oIU. di. vaJùabile Jtea.te, Jt.i.poJt-ta.ndo .e.a. de-
6.i.lÙwI'le oJr..i.gJ.na.te di. qLlute 6Llnzi.01U. (Il, i.n bMe a c.u.J. po~~ono u~Vte
dedotte le (4), e Jt.i.c.avando alc.u.ne J.mpoJt-ta.nti pltopJùetà delle 6LlnwIU.
~u.ddette ~U.U I M~ e Jtea.te. I n Unea di. p!tJ.nupi.o, qLlUta palLte potltebbe
~embJtMe ~LlpVt6.tu.a (J.n qu.anto contenu.ta neUa ~ec.onda. paJlte, ove le FTG
~ono ~:tuJiiA:te come 6U1twIU. di. vaJt.i.abile complu~a); tLlttavJ.a U~a 60Jt-
~ce u.tilJ. J.ndi.c.aWIU. pVt lo ~tu.di.o di. taU 6U1twIU. nel c.ampo complu
~o, come del Jtuto veJrJùi COMtatato negU uempi. che ~aJtanI'lO ~cuMi. i.-n
~egu.J.to .
Benché i.-n .tJ.nea di. pJùnupJ.o il paMmwo n lcfùama.to anche "oJtdJ.ne"
delle FTG) po~~a u~Vte aJtbJ..tJtaJt.i.o, è evJ.dente che i. eMi. di. maggJ.oJt i.n-
tVtu~e, ~U.J. qu.a.tJ. veJVtà concentJtata l I aUenzJ.one, Mno qLlee.u. i.n cu.J. n
è J.ntVto e po~J.tivo. Si. pLlÒ antiupaJte qu.J. che .e.a. ~o.tuwne qu.ando n= l
e 2 è banale, men.tJte pVt n = 3,4 e 6 u~a ~i. pLlÒ ottenVte medJ.ante paJt
lic.0.e.a.Jt.i. tipi. di. 6LlnzJ.oIU. ~che. Invece gU a.U:!t.J. ca6-L con n i.n-
telLO (n = S, 1, 8, 9 ... l ~ embJtMO Jt.i.ch-i.edVte UJtQ. di.66-i.c.J..te J.ndagi.-ne nel c.am
" "
po delle 6U1twIU. a p-ill valoJt.i. di. vaJùabile compluM, che l' au.toJte deUa
"" "
pltuente nota non è i.n gJtado di. ~vo.tge,te: a pltopo~J.to di. qLlUti ca6i., ~-L
pobtà ~o.ttanto de.tJ.neaJte l I J.mpo~tazJ.one del pltoblema, con.e.a. pltuentawne
delle di.66J.c.oUiì che ~-L -LncontJtano.
La te,tza palLte del .e.a.voJtO è 60Jt6 e la p-ill J.ntVtU~ante dal pu.nto di. vJ.6ta
matematico: i.-n u~a, vJ.6to .e.a. coJtJt.i.6pondenza tJta FTG con n- = 3,4,6 e
paJtt.(.co.e.a.Jt.i. 6U1twIU. ~che, ~i. cVtc.a di. utendeJte .e.a. ~~e delle FTG,
"7) Questa definizione, e le proprietà che ne derivano, sono state present~
te dallo scrivente come tesina (relatori i Proff. A. Ghizzetti e E.De
Giorgi), in occasione della seduta di laurea in Fisica tenutasi il
19-7-1957 presso l'Istituto di Fisica dell 'Università di Roma.
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C.OYl oppoJLtu.Yle modiMc.he alle noJunule (2) e (4), -<-Yl modo da ùWtOduJrJt.e
UJ1ll dipendeYlza da UYl paJtame-tJr.o addiUoYlo.le e de1JCJùveJte C.Oé-Z. .t' Ùl-teJta
c..tMée deU.e nUYlUOM eU.Utic.he Ic.oYl épeUale atiwUoYle veJtéo qu.eU.e
a -<-YlviVUartU Iteo.l,(.) •. Qu.e1JU évilu.pp-<- pOlt-teJtaMO a wu!-taU Mddiéna-
c.ertU, ~ da po-teJt po.!t.ta.Jte di u.yl Ylu.OVO modo cl,(. plte1Jen-taJte .te nu.YlUO-
M eU.Utic.he.
PARTE I
LE FTG COME FUNZIONI DI VARIABILE REALE
I ~ Definiziondelle FTG.
Per la definizione delle FTG come funzioni di una variabile reale
x si generalizza una delle possibili definizioni delle funzioni
cos x nella seguente maniera:
•Sln x,
rispettivamente l'ordinata e l'ascissa di
= l (gi acente ne l pi ano cartes iano ~n), t~
que l punto, il semi asse pos i tivo ~ e l a
un settore di area ix.
Affinché la definizione data abbia senso, n deve essere positivo. In
Si dicono An(x) e Tn(x)
n n
un punto della curva ~ + n
le che il raggio vettore per
curva in questione delimitino
tal caso, la curva nel piano ~n (che sarà chiamata "curva parametrica")
passa per i punti (l,O) e (0,1), ed è certamente definita nel primo
quadrante. Le funzioni possono quindi essere sempre definite in un inter-
vallo della variabile x compreso tra x = O (ove A = O, T = l per
n n
ogni. n>O) e un valore positivo di x, dipendente da n e chiamato m,
n
uguale al doppio dell'area (finita) delimitata dalla curva parametri ca nel
primo quadrante. E' evidentemente An(mn) - l, Tn(mn) = O. Il valore di
m è facilmente calcolabile: si ha
n
(5 )
Casi particolari: -;;---=-lr.;r r3(31 )=( ~3) 2 r-3(23 ) ,
- 2 lT/3
